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PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 09/01/2017
Eserizio 1 (12 punti) Sia f = X4+6X2+4. Sia K = Q[
√
5], L il ampo di spezzamento di f su Q, e α ∈ L
una radie di f .
a. Mostrare he K ⊂ L.
b. Somporre f in fattori irriduibili in Q[X ] e in K[X ];
. Determinare il polinomio minimo di α−1 su Q.
d. Determinare [L : Q] (Suggerimento: quali elementi di un ampo K ammettono radie quadrata in
un'estensione quadratia K[
√
d]?)
Soluzione.
a. Se α è una radie di f abbiamo α4 + 6α2 + 4 = 0 da ui α2 = −3 ± √5 e quindi ±√5 = α2 + 3 ∈ L
perhé α ∈ L.
b. Osserviamo he f non ha radii reali (e in partiolare non ha radii in K o in Q) e quindi in R[X ]
si fattorizza nel prodotto di due polinomi irriduibili di seondo grado: questa fattorizzazione è data da
f = (X2+3+
√
5)(X2+3−√5). Questa fattorizzazione è valida anhe in K[X ] (hiaramente i due polinomi
rimangono irriduibili in K[X ]. Osserviamo he f non può avere una fattorizzazione in Q[X ] ome prodotto
di due polinomi di seondo grado irriduibili, altrimenti questa sarebbe una fattorizzazione in K[X ] (o in
R[X ]) ontraddiendo la preedente e quindi f è irriduibile in Q[X ].
. Siome f è irriduibile su Q, α ha grado 4 su Q e quindi anhe α−1 ha grado 4 (questo perhé, ad
esempio, Q[α] = Q[α−1]). Abbiamo quindi α4+6α2+4 = 0 e dividendo per α4 otteniamo 1+6α−2+4α−4 = 0
e quindi α−1 è radie del polinomio 1 + 6X2 + 4X4 da ui il polinomio minimo di α−1 è X4 + 32X
2 + 14 .
d. Sia α una radie di X2 + 3 +
√
5. Abbiamo he Q[
√
5, α] ⊆ L e vogliamo mostrare he in realtà vale
l'uguaglianza. Per questo è suiente mostrare he Q[
√
5, α] ontiene una radie di X2 + 3 −√5. E infatti
2/α è una radie di X2+3−√5. Questo deriva dal fatto he se d = −3−√5 e d′ = −3+√5 abbiamo dd′ = 4
e quindi d′ = 4/d e quindi una radie quadrata di d′ è data da 2/α.
Un altro modo di vedere questo fatto (seguendo più fedelmente il suggerimento) è il seguente. Se K è un
ampo e d non è un quadrato in K onsideriamo l'estensione K[
√
d]. Ci hiediamo quali elementi di K sono
quadrati in K[
√
d]. Abbiamo (a+ bε)2 = a2 + b2d+2abε. Questo quadrato sta in K se e solo se a = 0 oppure
b = 0. Nel primo aso otteniamo elementi del tipo a2 nel seondo del tipo b2d. Nel nostro aso i hiediamo
quindi se d′ è della forma b2d o, equivalentemente, se d′/d è un quadrato di K e abbiamo già osservato he
d′/d = 4/d2, he è hiaramente un quadrato.
Eserizio 2 (12 punti) Sia A = Z[
√
3].
a. Determinare l'inverso di 1 + 2
√
3 in Q[
√
3].
b. Mostrare he 1 + 2
√
3 è assoiato a 8 + 5
√
3 in A e he non è assoiato a 17 + 10
√
3 in A.
. Mostrare he il gruppo U(A) degli invertibili di A ontiene inniti elementi.
Soluzione,
a. Abbiamo, posto α = 1 + 2
√
3
α−1 =
α¯
N(α)
=
1− 2√3
−11 = −
1
11
+
2
11
√
3.
b. Osserviamo he i 3 elementi hanno tutti la stessa norma in valore assoluto (ondizione neessaria
anhè possano essere assoiati). Due elementi sono assoiati se il loro rapporto (in Q[
√
3]) è invertibile in
A. Abbiamo 8+ 5
√
3/α = 2+
√
3 (he è invertibile in A avendo norma 1), mentre 17+ 10
√
3/α = 4311 +
24
11]
√
3
(he non sta in A).
. L'elemento 2 +
√
3 ottenuto nel punto b. è invertibile (ha norma 1). Essendo un numero reale diverso
da > 1 tutte le sue potenze sono distinte e saranno tutte invertibili in A.
Eserizio 3 (10 punti) Si onsideri il sistema{
X19 = X
X3 + 13X2 + 48X + 36 = 0
a. Veriare he esistono esattamente quattro soluzioni distinte in Z665.
b. Determinare espliitamente almeno tre soluzioni.
Soluzione.
Osserviamo he 665 = 5 · 7 · 19 e quindi dobbiamo risolvere il sistema modulo 5,7 e 19 per il teorema inese
del resto.
Il polinomio X3 + 13X2 + 48X + 36 si fattorizza nella forma (X + 1)(X + 6)2 in Z[X ] e quindi anhe in
Zp[X ] per ogni primo p. Risolviamo quindi il sistema nei tre moduli 5,7,19.
 Modulo 5
La seonda equazione diventa (X + 1)3 e quindi l'unia soluzione è -1. Questa hiaramente soddisfa anhe la
prima equazione.
 Modulo 7
La seonda equazione ha soluzione −1 e −6 = 1 e queste hiaramente soddisfano la prima equazione.
 Modulo 19
La seonda equazione ha soluzione −1 e −6 e osservando he ogni elemento di Z19 soddisfa la prima equazione
(per il piolo Fermat) onludiamo he sono entrambe aettabili.
Otteniamo quindi 4 soluzioni ombinando le varie possibilità modulo 5,7 e 19: (-1,-1,-1), (-1,1,-6),(-1,-1,-
6), (-1,1,-1) . Le prime due triple danno le soluzioni -1 e -6 he già onosevamo dalla fattorizzazione di
X3 + 13X2 + 48X + 36. La terza tripla dà il sistema{
X ≡ −1 mod 35
X ≡ −6 mod 19
da ui X = −1 + 35k e quindi −1 + 35k ≡ −6 mod 19. Osservando he 35 = −3 mod 19 e moltipliando
per 6 l'equazione otteniamo −6 − 18k = 2 mod 19 e quindi −6 + k = 2 e inne k = 8. Conludiamo he
X = −1 + 35 · 8 = 279 è la terza soluzione.
L'altra soluzione si può alolare analogamente e dovrebbe essere 379.
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 23/01/2017
Eserizio 1 (10 punti) Sia f = X4 − 8X2 + 1, K il ampo di spezzamento di f su Q e L ⊂ C il ampo di
spezzamento di f su Q[
√−2].
a. Veriare he se α è una radie di f anhe α−1 lo è.
b. Determinare [K : Q].
. Determinare [L : Q[
√−2]].
d. Determinare il ampo di spezzamento di f su Z11.
Soluzione.
a. Basta osservare he α4f(α−1) = f(α) e quindi se α è radie anhe α−1 lo è.
b. Verihiamo he f è irriduibile su Q. Senz'altro non ha radii (le unihe possibili sono ±1) e se proviamo
a fattorizzarlo in Z[X ] otteniamo
X4 − 8X2 + 1 = (X2 + aX ± 1)(X2 − aX ± 1)
da ui ±2− a2 = −8 he non ammette soluzione in Q.
Dal punto preedente, e osservando he f è biquadratio, abbiamo he se α è una radie allora −α, α−1 e
−α−1 sono radii. Queste sono tutte distinte in quanto α 6= 0,±1,±i e quindi sono tutte le radii di f . Ne
segue he
K = Q[α,−α, α−1,−α−1] = Q[α]
e quindi [K : Q] = 4 perhé f è il polinomio minimo di α.
. Osserviamo ora he K ⊂ R. Cerando infatti le radii di f (sfruttando il fatto he è biquadratio)
otteniamo ±
√
4±√15 he sono tutte reali. Osserviamo ora he
L = K[
√−2]
e quindi he [L : K] = 2 visto he K, essendo reale, non può ontenere
√−2. Conludiamo he [L : Q] = 8 e
quindi [L : Q[
√−2]] = 4 sfruttando la moltipliatività del grado delle estensioni (lemma della torre).
d. Su Z11 il polinomio f si fattorizza nel seguente modo:
f = (X2 − 2)(X2 − 6)
e osserviamo he 2 e 6 non sono quadrati in Z11. Riordando he F112 ontiene le radii quadrate di tutti gli
elementi di Z11 abbiamo he il ampo di spezzamento è proprio F121.
Eserizio 2 (12 punti) Sia A = Z[
√−2] e α = 20− 5ε.
a. Determinare una somposizione in fattori irriduibili di α.
b. Mostrare he A/(α) ha un numero nito di ideali.
. Desrivere gli ideali massimali di A/(α).
d. Quali ampi possono essere ottenuti ome quoziente di A/(α)?
Soluzione.
a. Abbiamo α = 5(4− ε) e osserviamo he 5 è irriduibile perhè non esistono elementi di norma 5. Abbiamo
inoltre N(4 − ε) = 18 e quindi i possibili divisori di 4 − ε devono avere norma he divide 18. Di norma 2
abbiamo solo ε (e assoiati) e proviamo a vedere se ε è un divisore di 4− ε. Abbiamo
(4 − ε) (−ε)
2
= −1− 2ε
e quindi (4−ε) = ε(−1−2ε). Proviamo quindi a fattorizzare (−1−2ε) he ha norma 9. Gli elementi di norma
3 sono 1− ε e 1+ ε) (e assoiati). Proviamo a vedere se 1− ε divide (−1− 2ε): otteniamo −1− 2ε = (1− ε)2
e quindi la fattorizzazione in irriduibili di α è
α = 5ε(1− ε)2.
b. A/(α) è un anello nito (ogni lasse ha un rappresentante di norma minore di N(α) e hiaramente esistono
un numero nito di elementi he hanno norma minore di N(α)) e quindi ha un numero nito di ideali. In
alternativa possiamo anhe desrivere questi ideali espliitamente: sappiamo he gli ideali di un quoziente
A/(α) sono dati da J/(α) dove J è un ideale di A he ontiene (α). Ne segue he J é generato da un divisore
di α e questi sono in numero nito (e sono 1, 5, ε, 1− ε, (1− ε)2, 5ε, 5(1− ε), ε(1− ε), e α).
. Gli ideali massimali sono dati dagli ideali massimali he ontengono α: sono quindi quelli generati dai
fattori irriduibili di α e sono quindi
(5)
(α)
,
(ε)
(α)
,
(1 − ε)
(α)
.
d. Un quoziente A/I di un anello è un ampo se e solo se I è massimale. Nel nostro esempio abbiamo he
i possibili ampi sono
A/(α)
(5)/(α)
∼= A
(5)
∼= F25
dove abbiamo usato il terzo teorema di omomorsmo e il fatto he questo ampo ha aratteristia 5 (infatti
5 = 0) e/o he ha 25 elementi: infatti, in questo quoziente, a+ bε = a′+ bε se e solo se a ≡ a′ e b ≡ b′ mod 5.
Similmente si ottengono gli altri due possibili quozienti
A/(α)
(ε)/(α)
∼= A
(ε)
∼= Z2
e
A/(α)
(1− ε)/(α)
∼= A
(1 − ε)
∼= Z3.
Eserizio 3 (10 punti) Sia A un dominio e Q il suo ampo dei quozienti. Un sottoinsieme S ⊂ A si
die moltipliativo se 1 ∈ S, 0 /∈ S e S è hiuso rispetto al prodotto di A. Siano S, S′ sottoinsiemi di A
moltipliativi.
a. Mostrare he
AS =
{a
s
∈ Q : a ∈ A, s ∈ S
}
è un sottoanello di Q.
b. Mostrare he se S ⊂ S′ e ogni elemento di S′ è un divisore di qualhe elemento di S allora AS = AS′ .
. Mostrare he se AS = AS′ allora ogni elemento di S
′
divide qualhe elemento di S.
Soluzione.
a. Basta mostrare he
• AS è un sottogruppo additivo di Q: infatti 0 = 01 ∈ AS . Se as ∈ AS anhe il suo opposto −as ∈ AS e
se
a
s
, a
′
s′
∈ AS allora as + a
′
s′
= as
′+a′s
ss′
∈ AS .
• 1 = 11 ∈ AS perhé 1 ∈ S;
• AS è hiuso rispetto al prodotto: se as , a
′
s′
∈ AS allora as · a
′
s′
= aa
′
ss′
∈ AS .
b. Si ha hiaramente AS ⊂ AS′ perhé S ⊂ S′. Mostriamo l'inlusion opposta e sia quindi as′ ∈ AS′ per
ipotesi sappiamo he esistono s ∈ S e b ∈ A tali he s = bs′ ma allora
a
s′
=
ab
s
∈ AS .
. Sia s′ ∈ S′. Per ipotesi abbiamo he 1
s′
∈ AS per ui esistono a ∈ A e s ∈ S tali he 1s′ = as da ui s′a = s
e quindi s′ divide s.
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 10/02/2017
Eserizio 1 (12 punti) Sia L = Q[
√
3,
√
7].
a. Determinare una base di L ome Q-spazio vettoriale.
b. Stabilire se L è il ampo di spezzamento di un polinomio f ∈ Q[X ].
. Determinare un elemento α ∈ L tale he L = Q[α].
d. Mostrare he se β ∈ L è tale he β2 ∈ Q allora esistono q ∈ Q e d ∈ {1, 3, 7, 21} tali he β = q
√
d.
e. Determinare tutti i ampi K tali he Q ⊆ K ⊆ L.
Soluzione.
a. Sappiamo he {1,√3} è una base di Q[√3] su Q. Osserviamo inoltre he √7 /∈ Q[√3] e quindi {1,√7} è
una base di L su Q[
√
3]. Per il teorema sulla base di un'estensione di un'estensione deduiamo he una base
di L su Q è data da {1,√3,√7,√21}.
b. Basta onsiderare f = (X2−3)(X2−7). Le sue radii sono ±√3 e ±√7 da ui il ui ampo di spezzamento
di f è Q[
√
3,−√3,√7,−√7] = L.
. Basta porre α =
√
3 +
√
7. Infatti Q[α] ⊆ L per ovvie ragioni. Per l'inlusione opposta onsideriamo
α3 = 10+ 9
√
7 + 21
√
3 da ui α3 − 10− 9α = 12√3 e quindi √3 ∈ Q[α] e quindi anhe √7 = α−√3 ∈ Q[α].
d. Ogni elemento β ∈ L si srive nella forma a+b√7 on a, b ∈ Q[√3]. Se β2 ∈ Q abbiamo a2+7b2+2ab√7 ∈ Q
da ui ab = 0 e a2+7b2 ∈ Q. Se a = 0 abbiamo b2 ∈ Q e se b = 0 abbiamo a2 ∈ Q. Nel primo aso b = r+√3s
on r, s ∈ Q e deduiamo he r = 0 e quindi β = b√7 = s√21, oppure s = 0 e otteniamo β = r√7. Nel
seondo aso avremmo β = t+ v
√
3 on t, v ∈ Q da ui β = t ∈ Q oppure β = v√3.
e. Se K è un ampo intermedio tra Q ed L allora K è della forma K[γ] on γ ∈ L, γ di grado 2. Ora, se il
disriminante del polinomio minimo di γ è ∆ abbiamo K[γ] = K[
√
∆]. Per il punto preedente abbiamo he√
∆ = q
√
d e quindi
K = Q[γ] = Q[
√
∆] = Q[q
√
d] = Q[
√
d].
Abbiamo quindi he le estensioni intermedie sono Q[
√
3], Q[
√
7], Q[
√
21].
Eserizio 2 (12 punti) Sia A = Z6[X ]. Siano f =
∑
aiX
i
e g =
∑
bjX
j
polinomi in A di grado rispettiva-
mente n e m tali he fg = 1.
a. Supponiamo n+m > 0 e an = 3. Mostrare he bm = 2, 4.
b. Nelle ipotesi del punto [a.℄ mostrare he per ogni k = 0, 1, . . . ,min(n,m) si ha an−k = 0, 3 e bm−k =
0, 2, 4.
. Dedurre he f = g = 1 oppure f = g = 5.
d. Srivere almeno tre elementi invertibili in A[
√
2].
Soluzione. a. Il oeiente di Xn+m in fg è anbm. Siome n+m > 0 tale oeiente deve essere 0 e quindi,
sapendo he an = 3, abbiamo bm = 0, 2, 4. Ma bm 6= 0 perhé g ha grado m.
b. Proediamo per induzione su k. Il aso k = 0 è stato risolto nel punto preedente. Osserviamo he
n+m− k > 0 e quindi il oeiente di fg di grado n+m− k deve annullarsi. Tale oeiente è dato da:
anbm−k + an−1bm−(k−1) + · · ·+ an−(k−1)bm−1 + an−kbm = 0 ∈ Z6.
Per ipotesi induttiva tutti i termini intermedi si annullano e quindi otteniamo
anbm−k + an−kbm = 0 ∈ Z6.
Siome il primo addendo è 0 o 3 lo stesso deve aadere al seondo e siome bm = 2, 4 l'unia possibilità è
he an−k sia 0 o 3. Similmente siome il seondo addendo è 0,2,4 lo stesso deve aadere al primo addendo
e siome an = 3 abbiamo he neessariamente bm−k = 0, 2, 4.
. Supponiamo per assurdo n+m > 0. Siome anbm = 0 e sia an he bm sono diversi da 0, almeno uno dei
due deve essere 3 e possiamo suppore an = 3. Per il punto preedente abbiamo he tutti i oeienti di f
sono multipli di 3 o tutti i oeienti di g sono multipli di 2. In ogni aso otteniamo un assurdo perhé 2 e
3 non sono invertibili. Deduiamo he f e g hanno grado 0 e quindi f = g = 1 oppure f = g = 5.
d. Gli elementi invertibili di A
√
2] sono tutti gli elementi di norma invertibile, ioè 1 o 5 per il punto
preedente. Un elemento generio f + g
√
2 è quindi invertibile se e solo se
f2 − 2g2 = 1, 5 ∈ Z6[X ].
Ad esempio tutti gli elementi on f = 1 e g polinomio on tutti i oeienti divisibili per 3 sono invertibili.
Eserizio 3 (10 punti) Sia A l'intersezione di tutti i sottoanelli di C he ontengono Z e 3
√
2.
a. Mostrare he A è un sottoanello di C.
b. Mostrare he per ogni α ∈ A esistono unii a, b, c ∈ Z tali he α = a+ b 3√2 + c 3√4.
. Desrivere espliitamente l'ideale generato da
3
√
2.
d. Desrivere espliitamente il quoziente A/( 3
√
2).
Soluzione.
a. L'intersezione di una famiglia non vuota di sottoanelli è sempre un sottoanello: tutte le verihe sono
banali. Basta quindi osservare he esiste un sottoanello di C he ontiene sia Z he
3
√
2 e questo è proprio C.
b. Sia B = {a+ b 3√2 + c 3√4 : a, b, c ∈ C}. Si veria failmente he B è un sottoanello di C he hiaramente
ontiene sia Z he
3
√
2 e quindi è uno degli anelli he andiamo ad interseare per ottenere A. Basta ora
osservare he ogni sottoanello he ontiene sia Z he
3
√
2 ontiene anhe B. Infatti un tale anello ontiene
anhe
3
√
2
2
= 3
√
4 e quindi ontiene tutti gli elementi he si ottengono faendo somme e prodotti di elementi
in Z,
3
√
2 e 3
√
4 e quindi in partiolare tutti gli elementi di B.
L'uniità viene ad esempio dal fatto he A è ontenuto in Q[ 3
√
2] he è un Q-spazio vettoriale on base
{1, 3√2, 3√4}.
. Abbiamo
(
3
√
2) = {α 3
√
2 : α ∈ A} = { 3
√
2(a+ b
3
√
2 + c
3
√
4), a, b, c1 ∈ Z} = {2c+ a 3
√
2 + b
3
√
4, a, b, c ∈ Z}.
d. Dal punto preedente abbiamo he l'omomorsmo
ϕ : A→ Z2
dato da ϕ(a+ b 3
√
2 + c 3
√
4) = a ∈ Z2 ha per nuleo ( 3
√
2) e quindi, essendo suriettivo, abbiamo
A
( 3
√
2)
∼= Z2.
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 07/06/2017
Eserizio 1 Sia K ⊂ L un'estensione di ampi di aratteristia 6= 2, on [L : K] = 2.
a. Mostrare he esiste α ∈ L tale he α2 ∈ K e L = K[α];
b. Fissato un tale elemento α, mostrare he in generale il polinomio X4 − α2 può essere riduibile su
K[X ] (Sugg.: K = Z3);
. Mostrare he se K ⊂ L ⊆ R allora il polinomio X4 − α2 è irriduibile su K[X ];
d. Stabilire se esiste un ampo K ⊂ R tale he [R : K] = 2;
a. Se β ∈ L \K allora L = K[β]. Il polinomio minimo di β su K avrà grado 2 e sarà quindi del tipo
X2 + 2bX + c
on b, c ∈ K. Ma allora (β + b)2 = b2 − c e quindi basterà porre α = β + b. In altre parole stiamo prendendo
ome α una radie quadrata del disriminante del polinomio minimo di β.
b. In Z3 abbiamo bisogno di un elemento he non sia un quadrato già in Z3: l'unio tale elemento è −1 e
in eetti prendendo L = Z3[
√−1] otteniamo un'estensione quadratia ma il polinomio
X4 + 1 = (X2 +X − 1)(X2 −X − 1)
non è irriduibile in Z3.
. Se K e L sono ampi reali, senza perdita di generalità assumiamo α > 0 e abbiamo
X4 − α2 = (X2 − α)(X2 + α)
in L[X ] e in questa fattorizzazione il polinomio X2 + α è irriduibile. In K[X ] il polinomio X4 + α2 non ha
radii (altrimenti onterrebbe una radie quadrata di α2). Se fosse il prodotto di due polinomi irriduibile
diseondo grado in K[X ] uno dei due dovrebbe essere neessariamente X2 + α per la ompatibilità delle
fattorizzazioni e questo è assurdo perhé α /∈ K.
d. Un tale ampo non può esistere. Supponiamo per assurdo he esista un tale K. Per il punto a. avremmo
un elemento α ∈ R (he possiamo assumere > 0) tale he R = K[α]. Per il punto . il polinomio X4 − α2 è
irriduibile e quindi estendendolo on una sua radie (ad esempio
√
α) otterremmo un'estensione di grado 4
di K. Ma
√
α ∈ R he è un'estensione di grado 2, e questa è una ontraddizione.
Eserizio 2 Sia q ∈ Q e
Aq :=
{[
a b
qb a
]
: a, b ∈ Q
}
.
a. Mostrare he (Aq,+, ·), dove + e · indiano le usuali operazioni di somma e prodotto tra matrii, è
un anello (ommutativo unitario) per ogni q.
b. Mostrare he A2 è un ampo.
. Mostrare he A4 non è un dominio.
d. Desrivere espliitamente l'ideale I di A4 generato da
[
2 1
4 2
]
.
e. Mostrare he A4/I ∼= Q.
a. A è ontenuto nell'anello delle matrii a oeienti in Q. Il fatto he A sia un sottogruppo additivo è
evidente (o di faile veria). La matrie identità appartiene ad A e quindi l'unia proprietà da veriare è
he A è hiuso rispetto al prodotto. Si ha[
a b
qb a
]
·
[
a′ b′
qb′ a′
]
=
[
aa′ + qbb′ ab′ + ba′
q(ab′ + ba′) aa′ + qbb′
]
da ui si evine he il prodotto è un'operazione binaria su A ommutativa.
b. Dobbiamo mostrare he on q = 2 ogni matrie non nulla ammette inversa in A, ioè, visto ome
funziona il prodotto nel punto preedente, he dati a, b ∈ Q non entrambi nulli esistono a′, b′ ∈ Q tali he{
aa′ + 2bb′ = 1
ab′ + ba′ = 0
E questo sistema ammette (un'unia) soluzione in Q per il teorema di Rouhé-Capelli visto he la matrie dei
oeienti ha determinante a2 − 2b2 6= 0.
. Proedendo in modo analogo al aso preedente dobbiamo risolvere il sistema{
aa′ + 4bb′ = 0
ab′ + ba′ = 0
Una possibile soluzione è data da a = a′ = 2, b = −b′ = 1 e infatti[
2 1
4 2
]
·
[
2 −1
−4 2
]
=
[
0 0
0 0
]
d. Abbiamo he l'ideale I generato da
[
2 1
4 2
]
è ostituito da tutti i multipli (in A4!) di questa matrie per
ui abbiamo
I =
{[
2 1
4 2
]
·
[
a b
4b a
]
: a, b ∈ Q
}
=
{[
2(a+ 2b) a+ 2b
4(a+ 2b) 2(a+ 2b)
]
: a, b ∈ Q
}
=
{[
2c c
4c 2c
]
: c ∈ Q
}
e. Vista la forma delgi elementi di I onsideriamo la funzione ϕ : A4 → Q data da
ϕ
[
a b
4b a
]
= a− 2b.
Si ha hiaramente he ϕ è un omomorsmo di gruppi additivi. Vediamo he è anhe un omomorsmo di anelli
unitari. Intanto manda 1 in 1. Inoltre
ϕ
([
a b
4b a
]
·
[
a′ b′
4b′ a′
])
= ϕ
[
aa′ + 4bb′ ab′ + ba′
4(ab′ + ba′) aa′ + qbb′
]
= aa′ + 4bb′ − 2(ab′ + ba′)
= (a− 2b)(a′ − 2b′)
= ϕ
[
a b
4b a
]
ϕ
[
a′ b′
4b′ a′
]
Eserizio 3 Consideriamo le 7 possibili estensioni quadratihe di Z7, i.e. Z7[
√
d] al variare di d ∈ Z7.
a. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] è un ampo?
b. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] ontiene elementi on quadrato nullo?
. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] ontiene almeno 3 elementi he al quadrato danno 1?
d. Dare ondizioni neessarie e suienti su d, d′ ∈ Z7 anhé Z7[
√
d] ∼= Z7[
√
d′].
a. Sappiamo he Z7[
√
d] è un ampo se e solo se d non è un quadrato in Z7. I quadrati in Z7 sono 0,1,2,4 e
quindi Z7[
√
d] è un ampo se e solo se d ∈ {3, 5, 6}.
b. Consideriamo il generio elemento a+ εb ∈ Z7[
√
d]. Abbiamo
(a+ bε)2 = a2 + db2 + 2abε.
Questo è 0 se e solo se a2 + db2 = 0 e 2ab = 0. Soluzioni non banali si ottengono solo on d = 0 e infatti in
questo aso abbiamo ε2 = 0.
. Similmente al punto preedente dobbiamo risolvere il sistema{
a2 + db2 = 1
2ab = 0
Per d = 3, 5, 6 non possiamo avere 3 soluzioni perhé abbiamo dei ampi.
Per d = 0 abbiamo anhe solo le soluzioni banali ±1.
Per d = 1 abbiamo le soluzioni non banali ±ε.
Per d = 2 abbiamo le soluzioni non banali ±2ε.
Per d = 4 abbiamo le soluzioni non banali ±3ε.
d. Di ottengono ampi per d = {3, 5, 6} e questi sono i somor perhé sono ampi niti on la stessa
ardinalità. L'estensione on d = 0 non è isomorfa alle altre per il punto b. (è l'unia on un elemento he al
quadrato dà 0. Le estensioni on d = 1, 2, 4 sono isomorfe tra di loro e gli isomorsmi si ottengono sfruttando
il punto . e in partiolare abbiamo he (a + b
√
1) 7→ (a + 2b√2) è un isomorsmo tra Z[√1] e Z[√2] e he
(a+ b
√
1) 7→ (a+ 3b√4) è un isomorsmo tra Z[√1] e Z[√4].
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 04/07/2017
Eserizio 1 Sia K un ampo e onsideriamo il polinomio f = 4X5 − 3X3 + 2X2 ∈ K[X ].
a. Stabilire se K[X ]/(f) è un dominio.
b. Determinare, se esiste, un elemento P ∈ K[X ]/(f) nilpotente.
. Determinare, se esiste, l'inverso di P + 1 in K[X ]/(f), dove P è l'elemento determinato nel punto
preedente.
d. Sia A un dominio, a, b ∈ A non nulli e non invertibili. Determinare un elemento nilpotente in A/(a2b).
Soluzione.
a. K[X ]/(f) non è un dominio in quanto X2 · (4X3 − 3X + 2) = 0 per ui X2 è un divisore dello zero
(osserviamo he X2 6= 0 ∈ K[X ]/(f) perhé X2 non può essere multiplo di f .
b. Abbiamo (4X4 − 3X2 + 2X)2 = 0 per ui 4X4 − 3X2 + 2X è nilpotente.
. Siome P 2 = 0 abbiamo (P + 1)(P − 1) = P 2 − 1 = −1 e quindi l'inverso di P + 1 è −P + 1 ioè
−4X5 + 3X3 − 2X2 + 1.
d. Basta onsiderare ab. Tale elemento non è un multiplo di a2b, altrimenti avremmo a2bx = ab da ui,
siome siamo in un dominio e quindi vale la legge di anellazione, avremmo ax = 1 e quindi a sarebbe
invertibile. Quindi ab 6= 0 ∈ A/(a2b), ma (ab)2 = 0 e quindi ab è nilpotente.
Eserizio 2 Motivando le risposte, determinare il ampo di spezzamento (e il suo grado) di (X2− 2)(X2− 3)
a. su Q;
b. su R
. su F7
d. su F9;
e. su F169.
f. su Z5[
√
3].
a. Su Q il polinomio f non ha radii. Iniziamo estendendo on una radie di X2 − 2,ioè on √2:
otteniamo Q[
√
2] he è un'estensione di grado 2. Si vede failmente he in Q[
√
2] non i sono soluzioni
di X2 − 3 per ui dobbiamo eettuare un'ulteriore estensione di grado 2. Il ampo di spezzamento è
quindi Q[
√
2,
√
3] he ha grado 4 su Q.
b. Su R il polinomio si spezza giá e quindi il ampo di spezzamento è R stesso.
. Su F7 = Z7 abbiamo he X
2−2 si spezza già, mentre X2−3 non ha soluzioni: dobbiamo quindi
eettuare un'estensione di grado 2, ottenendo F49.
d. F9 è un'estensione di grado 2 del ampo nito Z3 e sappiamo quindi dalla teoria he ontiene
tutte le radii dei polinomi (irriduibili) di grado 2 su Z3. In partiolare ontiene siuramente le radii
di X2 − 2 e di X2 − 3 per ui il ampo di spezzamento è F9 stesso.
e. f. Lo stesso argomento del punto d. permette di onludere.
Eserizio 3 Consideriamo il polinomio f = aX4 + bX + c ∈ Z[X ], on a, b, c ∈ Z tutti dispari.
a. Determinare tutti i valori di a, b, c per ui Q[X ]/(f) è un ampo.
b. Determinare tutti i valori di a, b, c per ui Z[X ]/(f) è un ampo.
. Determinare per quali valori di a, b, c l'elemento aX3 + b è invertibile in Q[X ]/(f) e in tal aso
determinarne l'inversa.
d. (diile) Determinare per quali valori di a, b, c l'elemento aX3 + b è invertibile in Z[X ]/(f) e in tal
aso determinarne l'inversa.
a. La riduzione di f in Z2[X ] è X
4 +X +1 e si veria failmente he tale polinomio è irriduibile
in Z2[X ] per ui f è irriduibile in Q[X ] e quindi Q[X ]/(f) è sempre un ampo, quali he siano a, b, c
(purhé tutti dispair!)
b.Vieversa Z[X ]/(f) non è mai un ampo: onsideriamo infatti l'elemento 2: se fosse invertibile
avremmo un polinomio P tale he 2P = 1 ∈ Z[X ]/(f) e quindi 2P = 1 + Qf . Riduendo questa
identità in Z2[X ] avremmo Qf = −1 he è hiaramente assurda visto he f non è di erto invertibile
in Z2[X ].
. Per il punto a. è sempre invertibile. L'inversa si trova failmente onsiderando he X(aX3+b) =
−c ∈ Q[X ] e quindi l'inversa di (aX3 + b) è − 1
c
X .
d. Quanto visto nel punto . vale anhe in questo aso se c = ±1 e quindi in questo aso il
polinomio è invertibile e l'inversa è − 1
c
X = −cX . Se c 6= ±1 l'eserizio si omplia assai.
• Se aX3 + b è invertibile allora f è primitivo. Infatti, se f non fosse primitivo, sia d > 1 un
divisore omune di a, b, c; abbiamo he d 6= 0 ∈ Z[X ]/(f) e he quindi d è un divisore dello 0 in
Z[X ]/(f), in quanto d · f
d
= 0. Ne segue he aX3+ b è un multiplo di un divisore dello 0 e quindi
non può essere invertibile.
• Se aX3+ b è invertibile allora c|a. Sfruttiamo il fatto he se P ∈ Z[X ] è un qualunque polinomio
allora è possibile eettuare la divisione on resto di aP per f in Z[X ] e quindi abbiamo he aP
è ongruo modulo f ad un polinomio a oeienti interi di grado al più 4. Supponiamo ora he
aX3+ b sia invertibile in Z[X ]/(f) e sia P un polinomio a oeienti interi he rappresenta una
sua inversa. Allora la lasse del polinomio aP si può rappresentare on un polinomio Q di grado
al più 3. Abbiamo quindi he
1
a
Q è l'inverso di aX3+b in Q[X ]/(f) ed ha grado al più 3 e quindi
1
a
Q = − 1
c
X e quindi Q = −a
c
X . Siome Q ha oeienti interi abbiamo he c|a
• Inne, se f non è primitivo e a è multiplo di c allora aX3 + b è invertibile. Infatti in tali ipotesi
abbiamo he b è primo on c e quindi esistono due interi b′ e h tali he bb′ + ch = 1 e un intero
k tale he a = kc. Abbiamo in questo aso
−1
c
X +
b′
c
(kcX4 + bX + c) = −1
c
X + kb′X4 +
1
c
X − hX + b′ = kb′X4 − hX + b′
e quindi quest'ultimo è l'inverso di aX3 + b in Z[X ]/(f).
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 04/07/2017
Eserizio 1 Sia A un anello. Per ogni ideale I di A poniamo√
I := {x ∈ A : esiste n ∈ N per ui xn ∈ I}.
a. Mostrare he I ⊂
√
I:
b. Mostrare he
√
I è anora un ideale di A;
. Mostrare he
√√
I =
√
I;
d. Per A = Q[X ] e I = (X2) determinare
√
I.
Eserizio 2 Motivando le risposte, determinare un ampo di spezzamento (e il suo grado) di X4 + 2
a. su Q (Sugg.: mostrare in quest'ordine he i,
√
2 e 4
√
2 appartengono al ampo di spezzamento);
b. su F3;
. su F4;
d. su F5.
Eserizio 3 Sia A = Z[
√−2]. Sia α = (1 + ε)2.
(1) Determinare un elemento β ∈ A tale he N(β) < 9 e β ≡ 3 mod (α);
(2) Mostrare he ogni elemento in A/(α) ha un rappresentante di norma < 9;
(3) Dedurre he A/(α) ha al più 17 elementi;
(4) Mostrare he ε ≡ −4 mod (α);
(5) Mostrare he 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 non sono elementi di (α).
(6) Conludere he A/(α) ∼= Z9;
